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УПРАВЛЕНИЕ ДИНАМИКОЙ СИСТЕМ, 
СОДЕРЖАЩИХ ЭЛЕМЕНТЫ РАЗЛИЧНОЙ 
ФИЗИЧЕСКОЙ ПРИРОДЫ 
Введение 
Известные к настоящему времени динамические ана;юrии 
позволяют использовать методы классической механики для 
решения задачи управления системами, содержащими элемен­
ты различной природы, экономическими объектами и произ­
водственными системами. Процессы изменения состояния этих 
систем описываются дифференциально-алгебраическими урав­
нениями, составленными из кинематических соотношений, це­
лей управления, уравнений связей и уравнений динамики, вы­
раженных в обобщенных координатах или в канонических пе­
ременных . 
Обычно под решением задачи управления механической си­
стемой понимают аналитическое построение управляющих воз­
действий, обеспечивающих изменение фазовых координат по 
заданному закону. Такое представление, с одной стороны , тре­
бует определения желаемого закона движения, с дµугой сторо­
ны , в ряде случаев для построения требуемого управления не 
требуется описания закона движения системы по всем коорди­
натам. )l{елаемые свойства движения могут быть выражены 
уравнениями связей . Тогда управляющие воздействия опреде­
ляются как соответствующие реакции связей. Моделирование 
решения задачи управления динамикой механической системы 
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сводится к решению системы дифференциально-алгебраиче­
ских уравнений, составленных из ура внений динамики и урав­
нений связей. 
Динамические аналогии 
Аналогии между динамикой систем разли'-mой физической 
природы и механических систем приведены в известной работе 
(1]. В работе {2] динамика систем различной физической приро­
ды описывается в унифицированных 11еременных и исследуется 
с использованием методов и динамических моделей классиче­
ской механики. Изучению динамики живых организмов, мо­
делируемьrх уравнениями механики , и решению задач управ­
ления посвящепы исследования \3 - 5\ . Так , например, дви­
жение сустава, рассматриваемого как стержень с шарнирным 
закреплением , описывается уравнением вращательного движе­
ния твердого тела вокруг неподвижной оси . 
В [6] показано, что уравнениями механики 
!!._ (L dl) + (т _ dL) dl + !._ = М 
dt dt dt dt с 
описывается также процесс познания, если под величинами L , 
G, т, Ми 1 понимать параметры, характеризующие интеллек­
туальные свойства субъекта познания, и объем информации. 
В работах [7 - 9J впервые были поставлены вопросы пред­
ставления процессов в экономике динамическими моделями , 
соответствующими механике систем с переменной массой. Ди­
намика точки переменной массы [10] была изложена в маги­
стерской диссертации И .В. Мещерского , которую он защитил 
10.12.1897 в Петербургском университете. Результаты его ис­
следований бьmи опубликованы в 1897, 1898 и 1904 гг. Рабо­
ты по управлению динамикой систем с переменной массой бы­
ли развиты в (11] до создания нового направления, связанного 
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с управлением программным движением и обратными задача­
ми динамики . С использованием методов аналитической ди­
намики систем с переменной массой, изложенных в [12 - 14J 
решены задачи моделирования и управления динамикой про­
изводственных систем . 
Динамика экономических объектов 
Динамика простого экономического объекта, принимаемого 
за элемент экономики, описывается теми же уравнениями, что 
и движение точки переменной массы: 
Здесь У - объем выпускаемой продукции, y(t) = dY/dt -
максимальный объем продукции, которую может вьmускать 
объект в единицу времени при отсутствии ограничений (мощ­
ность), m(t)- мгновенная фондоёмкость основных фондов объ­
екта по вьmуску данного вида продукции, q(t) = m(t)y(t) - со­
стояние основных производственных фондов, w, и - основные 
фонды, выбывающие и вновь поступившие с момента t. 
Изменение мощности производственного предприятия, со­
стоящего из N подразделений, с течением времени описывается 
системой дифференциальных уравнений 
d 
dt (mava) + Wa(Xc, vь, t) = Ра(Хс, VЬ, t)+ 
+Ьаs(Хс,vь,t)и8 , a,Ь,c=l,N, s=l,S, (1) 
где Ха - объем выпускаемой продукции, Va - мощность, та -
мгновенная фондоемкость, mava = Qa - состояние основных 
производственных фондов а-го подразделения в момент вре­
мени t, Wa, Ра - изменение фондов а-го подразделения, выбы-
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вающих из потребления за счет износа и старения оборудова­
ния, u1 , . . . , и5 - упрн.вление за счет поступающих основных 
фондов, Ьаs -· известны~ коэффициенты . 
Требуемые свойствя. функционирования предприятия задя.­
ются уравнениями свя:зей 
Если часть уравнений связей (2) wh(xa , t) = О, h = 1, Н, до­
пускает выражение объемов продукции х1 , ... , XN через про­
извольные обобщенные координаты q1, ... , qn, п = N - Н: 
jµ - n(qi' t) =О, j p-n(qi' 1)' t) =О, 
µ.=n+l,n+m, p=n+rn+l,n+m+т, (3) 
то систему ( 1) можно представить в виде уравнений Лагранжа. 
"Уравнения динамики в обобщенных координатах 
Решение уравнений динамики ищется в следующей после­
довательности. Пусть движение механической системы опреде­
ляется уравнениями связей (3) и уравнениями динамики 
dqi 
--v· dt - t) 
Здесь L 0 L 0 ( qi, vj, t) - лагранжиан системы , D0 = 
= D 0 (qi,vJ,t) - диссипативная функция , Q1;, = Q1,;(qi,vj,t) -
непотенциальные обобщенные силы, >..k - множители Лагран­
жа, <pf-n = дfµ-n/дqi , <рГn = дfP-n/дvi. В равенствах (4) , 
как и всюду в дальнейшем, предполагается суммирование по 
одинаковым индексам k. 
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Система уравнений (3) , (4 ) составляет систему дифферен­
циалыю-а.лгебраических уравнений индекса 3. Обычный путь 
решения состоит в определении выражения множителей Лаг­
ранжа >...k из равенств 
dvP 
--=0 dt ) (5) 
где qµ, vl1 , vP представляют значения функций, задающих урав­
нения связей: 
qµ = fµ-n(qi, t), //µ = сргп(qi, t)vj + л-n(qi, t), 
дf µ-n л-n = ---af' vP = j p-n(qi, //j' t) . (6) 
Из выражений qµ = d{t + dc;, vP = сР общего решения уравне­
ний (5), содержащих произвольные постоянные d{, dc;, ... , сР, 
следует, что решение qi = qi(t), vi = vi(t) системы (4) будет 
удовлетворять уравнениям связей (3) только в том случае, ес­
ли начальные условия qi(to) = qb, vi(to) = vb соответствуют 
уравнениям связей (3) : 
1µ-n(qb, to) =о, cpгn(qb, to)vб + л--n(qb, to) =о, 
f p-n(qb, vg, to) =О. (7) 
Если же условия (7) не выполняются, то отклонение движе­
ния , соответствующего решению системы (4), будет возрастать 
с течением времени . Тем более не приходится ожидать точного 
вьшолнения уравнений связей на решениях системы уравнений 
( 4), определяемых численным интегрированием. 
Пример 1. Принимая за q1, q2 прямоугольные координа­
ты х1, х2 тяжелой точки, уравнения (3) - (4) можно записать 
в виде 
2 2 (х1 + Х2 - 1)/2 = 0, (8) 
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dx1 . dx1 dx2 . d.7:2 , ( ) dt = х1, dt = g - .>.х1, dt = х2, dt = -лх2, 9 
g = 9.81 . Из условий (5) следУет выражение для множителя 
Лагранжа: 
На рис. 1 представлена траектория точки, соответствующая 
решению системы {8) - (9), при начальных условиях не соот­
ветствующих уравнению связи (8). Рис. 2 указывает на воз­
растание отклонений решения, соответствующего начальным 
условиям х? =О, xg = 1, х? =О, xg =О, от уравнения связи (7) 





t " 87 130173 2'6 ZJ 302 345-- .Q1 С74 
Рис. 2 
Следовательно, требуется такая модификация множителей 
Лагранжа .>.k, которая ограничивала бы величины qµ, vµ, vP, 
оценивающие отклонения от уравнений связей (3), обусловлен­
ные начальными условиями и погрешностями численного инте­
грирования. Рассматривая параметры qµ, vµ, vP как дополни­
тельные "избыточные" координаты, заменим исходную систему 
расширенной системой [15), фазовое состояние которой опреде­
ляется обобщенными координатами qi, qµ и обобщенными ско­
ростями vi, vµ, vP, удовлетворяющими уравнениям связей 
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qµ - Jµ-n(q i , t) =О, vµ - 'Pf-nvi - Jf-n =О, 
vP - jP-n(qi,,_,j,t) =О. (10) 
Представим лагранжиан L и диссипативную функцию D 
расширенной системы равенствами 
L = Т - Р, 2Т = 27'° + mТ/o(qk)vТlv8 , 2Т° = mi1(qk)vi,_,j , 
2Р = 2P0 (qi, t) + kµv(qi, t)qµqv, 
2D = 2D0(qi,,_,j,t) +~o(qi,t)vТlv8 , 
v = п + 1, п + m, 17, е = п + 1, п + т + r. 




d ( дL) дL дD 
dt дvµ - дqµ = - дvµ' 
d (дL) дD 
dt дvР = - дvР· 
(12) 
(13) 
Будем предполагать, что коэффициенть1 mij, mт.,о, kµv, ~ 
и все их частные производные ограничены в области n изме­
нения переменных qi, vj и при всех t ~ to. Система уравне­
ний ( 11) - ( 13) приводится к виду, разрешенному относительно 
старших производных: 
dqk - k dqµ =vµ 
dt-V' dt 1 
d~k = mki ( ffii + ipf .Ak + m~2)), 
d~o = -m8Т/ ( /cтiµqµ + ЬТ/оv8), 
mki = (mi~.J-1, mвТ/ = (mrie)-1, 
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(14) 
через m~2) обозначены члены второго и более высокого порядка 
отнuсительно иJGытuчных переменных ql', vµ , vP. 
Уравнения динамики в канонических переменных 
Решение системы дифференциально-алгебраических урав­
нений (3), (4) нредставляется более удобным, когда состояние 
системы определяется каноническими переменными 
дL 1 h 
Ps = дvs = msh(q )v , 
l = 1, п + m; h, s = 1, n + h + r . 
Выразив функцию Гамильтона и уравнения связей (10) через 
координаты и импульсы 
Н= mhs(q1)PhPs _рО( i t)- kµv(qi,t)q!Lqv 
2 q ' 2 
фµ = q!L - Jµ-n(qi , t) =О, 
v.;IL = тlLТ/рТ/ - J'j-mPk - Jj-n = О, 
wP = тР"1рТ/ - f p-n(qi, mjkPk, t) =О, 
уравнения динамики (11) можно представить в виде системы 
2п + 2m + r дифференциальных уравнений первого порядка 
относительно переменных qi , Pi , qµ, Рµ, рр: 
dqi дН 
dt дрi' 
dpi ан ап0 ki dt = - дqi +Qi- avi +w лk, 
dqµ ан dpµ ан av 
dt дрµ ' dt = дqlL - дvµ.' 
(15) 
dpp ан 
dt - дvµ' 
182 
с начальными условиями qi(to) = qiO, Pi(to) = mij(qk0)vЗ0 
и q1'(to) = qµo, p8 (to) = Pso, которые определяются через зна­
чения qio, vЗ0 посредством уравнений связей {10) и функцию 
Лагранжа L. 
Стабилизация связей 
Уравнения динамики расширенной системы (14) состоят из 
двух частей . Первая часть 
dqk k 
dt = v' 
при определенных выражениях множителей лk = лk ( qi' vJ 1 t) 
составляет уравнения динамики исходной системы. Вторая 
часть 
dq_µ 
-- = /)µ 
dt ' 
dvo о ( о) 
- = -m Т/ k qµ + Ь ov dt ТJµ Т/ {16) 
представляет собой уравнения возмущений связей (3) и ис­
пользуется для определения выражений множителей Лагран­
жа. Система уравнений относительно множителей Лагранжа 
получается в результате дифференцирования выражений (6) 
в силу уравнений системы (16) . Решение этой системы при­
водит к выражению множителя в виде суммы трех слагаемых 
Лk = >-iO) + >-il) + >-i2), распределенных ПО степеням избыточных 
переменных qµ, v 0 . Первое слагаемое лi0) не содержит перемен­
ных qµ, v0 и соответствует множителю Лагранжа в классиче­
ском случае. Второе слагаемое лi1 ) содержит эти переменные 
в первой степени и может служить для обеспечения асимптоти­
ческой устойчивости решения исходпой системы по отношению 
к уравнениям связей (3). Третье слагаемое лi2) содержит избы­
точные переменные qµ, v 0 по крайней мере во второй степени. 
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Очевидно, система (16) имеет тривиальное решение qµ =О, 
v 8 = О. Для стабилизации связей необходимо функцию Лагран­
жа L и диссипативную функцию D расширенной системы со­
ставить так, чтобы тривиальное решение системы (16) было 
устойчиво асимптотически. 
Обозначив через х = ( qi, vЗ) и z = ( qµ, v8 ) соответственно 
векторы состояния исходной системы из области допустимых 
значений Х и вектор возмущений связей, значения которого 
принадлежат области Z, представим систему уравнений (16) 
и уравнения программных связей (6) в виде 
dz 
dt = К(х, t)z, w(x, t) = z. (17) 
Справедливо следующее утверждение. 
Теорема 1. Если матрица К(х, t) мо:жет бъ~тъ представ­
лена в виде произведения К(х, t) = -л-1 L(x, t), матрица А 
является nосто.янной, nоложите.л.ъно определенной, матриv,а 
L = L( х, t) nоложите.л.ъно определена при всех х Е Х, t > to 
и выnолнлютс.я уС.1LОви.я 
1} l\L(x, t)il ~ l >О; 
2) а1 :::;; llAll :::;; а2; {18) 
то уравнение (17) имеет зксnонеи:циа.л.ъно устойчивое триви­
а.л.ъное решение z =О. 
Составим функцию Ляпунова в виде положительно опреде­
ленной квадратичной формы с постоянной матрицей коэффи­
циентов: 2V = iт Az. Производная dV/dt = W(z, х, t) функции 
V, вычисленная в силу уравнения (17), является определенно­
отрицательной квадратичной формой 2W(z, х, t) = -zт L(x, t)z 
относительно составляющих вектора z. Согласно условию 1) 
теоремы 1 функция dV/dt = W(z, х, t) ограничена сверху: 
184 
dV 2 dt ~ -lllzll · (19) 
Из неравенства (19) с учетом условия 2) теоремы следует 
ограничение на изменения функции V: dV/dt ~ -2lV/a2 или 
V ~ V0 exp[-2l(t - to)/a2] . Согласно условию 2) справедливы 
также 1-1ера.венства llzll2 ~ 2V/a1, Vo ~ a2\lzoll2/2. Следователь­
но, jjz(t)ll является ограниченной экспоненциальной функцией : 
2 а2 2 [ 2l ] а2 2 [ 2l ] llz(t)il ~ -llzoll ехр --(t - to) ~ -Е ехр --(t - to) . 2а1 а2 2а1 а2 
Представим систему уравнений (15) в новых обозначениях 
в общем виде: 
dx 
dt = v(x, z, t). (20) 
Уравнения (6) являются частными интегралами системы (20), 
то есть справедливо равенство 
дw дw дх v(x, z, t) + дt = К(х, t)z. 
Пусть для решения системы уравнений (20) используется раз-
постная схема 
и для оценки отклонения от уравнений связей используется 
квадратичная форма с постоянной матрицей А коэффициен­




R = ( zт AR + Rт Az + zт кт АК z) + 
+ т (zт Кт AR + Rт AI<z) + т2 (Rт AR) , 
которое позволит сделать следующее утверждение . 
Теорема 2. Если при всех х Е Х, t > to справедливъt огра-
'НU'Че'Н.ttЯ 
llRll ~R, 2- 2 т R ~ fЗао с: , а + (3 ~ 1, 
то будет въtnолнятъся неравенство llzk+1 ll ~ Е . 
Действительно, оценка левой и правой частей равенства 
(21) приводит к неравенствам 
aollzk+1ll 2 ~ zl+1Azk+l = z[Nkzk +т2Rk ~ 
2 2- 2 2 2 ~ aaollzkll + т R ~ ааос: + /Заос: ~ аос: . 
Приложения 
Пример 2. В примере 1 стабилизация связи (8) обеспечи­
вается при численном решении системы (9), если множитель Л 
онределяется из условий 
3 xi + х~ - 1 
q = 2 ' 
dqз -=vз 
dt ' 
dvз з з 
- = -l.5v - 0.5q . 
dt 
Результат решения системы (9) методом Эйлера представлен 
на рис . 3. 
Пример 3. Рассмотрим задачу управления элементом адап­
тивной оптической системы [16J , составленного из невесомого 
кривошипа ОА, вращающегося вокруг оси Охз D плоскости 





На зеркало действует сила тяжести mg, направленная в сто­
рону, противоположную направлению оси Ох2 . Положение зер­
кала А на плоскости Ох 1 х2 определяется углом <р отклонения 
кривошипа от оси Ох1 и расстоянием О А = R до начаJJа ко­
ординат. Вдоль оси Ох1 по закону Х1 = x(t) движется точка 
Р , из которой исходит луч света, направленный на зеркало А . 
Требуется определить выражение момента М, приложенного 
к кривошипу, при котором луч, отраженный от зеркала, по­
падает в фиксированную точку С{с, О), расположенную на оси 
Ох1. Цель управления состоит в поддержании равенства а = (3 
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углов падения а и отражения (3, если AD1-0A, и определяется 
уравнением связи х( t) (2с cos ip- R)- Rc = О. Динамика элемен­
та адаптивной 011тической системы онисывается уравнениями 
dq 
dt = v, 
dv g 
dt = - R cos q + М. (22) 
Уравнения программных связей записываются в виде 
x(t)(2ccos q - R) - Rc = у, (23) 
dx(t) 
---;:/t(2ccos q - R) - 2с vx(t) sin q =у'. (24) 
Составим уравнения возмущений связей: 
dy 1 
dt =у' (25) 
Из равенств (22) - (25) определяется выражение управляющего 
момента М: 
М = - 2 (t~ . (k21Y + k22Y')+ сх sшq 
1 d2x(t) 
+ 2 (). d 2 (2ccosq-R)-cx t SlD q t 
2 dx(t) 9 2 
- ---v + - cosq - v ctgq. (26) 
x(t) dt R 
Система уравнений (22) с учетом выражения (26) принимает 
вид 
dq 
dt = v, 
dv 1 (d2x(t) 
-d = 2 ( ) . -d 2 {2ccos q - R)-t сх t sшq t (27) 
- k21Y - k22Y') - ~ (dx(t) + v c~s q) 11. 
x(t) dt sшq 
Тривиальное решение у = у' = О системы (25) устойчи­
во экспоненциально, если k21 <О, k22 <О. Выберем функцию 
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V = zт Az/2, z = (у, у'), матрица А = (ai 1 а 12) коэффициен-
а21 а22 
тов которой удовлетворяет условиям Сильвестра. Для решения 
системы уравнений (27) использовался метод Эйлера. Числен­
ный эксперимент проведен при следУющих данных: 
R = 3.4641, с= 3, x(t) = 2с + 0.5 cos t - 1; т = 1; ip0 = 0.4685, 
vo = -0.005; ан = а22 = 1.1, а12 = 0.1, ао = 1; R = 1. 
Полагая kz1 = -2, kz2 = -3, с:= 0.01, т = 0.001, определим 
(
1.0988 0.0940) матрицу N = и получим следУющие огра-
0.0940 1.0892 
ничения для величин а:, т : а > 0.9901, т ~ 0.00104, которым 
удовлетворяют значения а = 0.991, /3 = 0.009, т = 0.001. На 
рис . 5, а -- 5, г приведены графики функций х = x(t), ip = ip(t), 
у= y(t), у' = y'(t) . 
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Рис. 5 а Рис. 5 б 
Пример 4. Электромеханическая система. В системе 
привода кривошипно-шатунного механизма (17] блок питания 
обеспечивает подачу электрической мощности двигателю пе­
ременного тока. Переменный ток через вьшрямитель подается 
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в двигатель постоянного тока, который , в свою очередь , управ­
ляет работой кривошипно-шатунного механизма, расположен-
нога в однородном поле силы тяжести (рис . 6) . 
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Построена система дифференциальных уравнений, разре­
шенных относительно старших производных, которая содер­
жит 9 уравнений с 9 неизвестными. Построение уравнений воз­
мущений связей и решение системы дифференциальных урав­
нений динамики проводилось О.В. Шемеловой с помощью ин­
тегрированной системы компьютерной символьной математи­
ки MAPLE 7. Решение системы дифференциа.льно-алгебраи-
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ческих уравнений и построение фазовых портретов были осу­
ществлены с помощью графической функции phaseportrait ме­
тодом Эйлера с шагом h = 0.01. На рис. 7 и 8 представлены 
графики голономной связи ( q 7 - r cos q6 ) 2 + ( r sin q6 ) 2 = l 2 ' по­
лученные в результате кинеJ\-rатического и динамического рас­
четов . Графические зависимости q3 (t), q6 (t), J6 (t), q7 (t) , J7(t) 
представлены на рис. 9 13 соответственно. Фазовые портреты 
решения уравнений динамики для переменных j 5 (q5), J6 (q6 ), 
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Рис . 16 
10 
10 
Пример 5. Управление движением колесной системы по 
заданной траектории. Моделирование динамики трехколесной 
системы и решение задачи управления моментами, приложен­
ными к колесам задней оси и рулевому приводу, выполнены 
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О.В . Ибушевой [18]. Выражения управляющих моментов опре­
делены в соответствии с требованием движения центра масс 
М(х, у) системы из нроизвольной точки пространства ХОУ 
к движущейся точке, образованной пересечением прямых 
х = -k1t и у= О, с обходом двух препятствий, заданных урав-
нениями 
(х - 2 + k2t) 2 + 4у2 = 1, 
(х + 1 - k3t) 2 16(у + 3/2)2 _ 1 4 + 9 - . 
Результаты численного эксперимента нредставлены на рис. 
17 - 20. На рис. 17 приведена траектория движения точки М 
колесной системы, полученная в результате решения уравне­
ний динамики при заданных начальных условиях. Графики 
отклонений от уравнений связей представлены на рис. 18 - 21. 
- .. · · · - ·---.,..,.·-~-------- ----- ----·-·-·--' 
Рис. 17 
Пример 6. Решение задачи планирования и управления 
выпуском продукции условного нефтеперерабатывающего за­
вода (рис. 22) предложено А.А. Ахметовым [19j. 
193 
' ' 1 
·1 t .. ~ -~~-- . 
J' 1 - - ··---------
' .J ~ - -- •• ···--· · ---- --
, •• 1 
_, f- . ·- - - -
! 
. 5 .1 
Рис. 18 
о"~ i 
• 1 J ·~i _ -0-~ : ------··- --------- ··-· 





Рис . 20 
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Рис . 21 
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ЗАДАЧА ДИРИХЛЕ ДЛЯ УРАВНЕНИЙ 
С ЧАСТНЫМИ ПРОИЗВОДНЫМИ ВЫСОКИХ 
ПОРЯДКОВ И ПРОБЛЕМА ФЕРМА 
Введение 
В прямоугольной области D = {(х, t)I О < х < l, О < t < 
<То}, где l , То - заданные положительные числа, р Е N, рас­
смотрим уравнение 
(1) 
Задача Дирихле. Найти в D фун~ию и(х, t) , удовлетво­
ряющую условиям: 
и Е c2P- 1(D) n C 2P(D); (2) 
Lu.(x , t) =О, (х , t) Е D ; (3) 
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